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第四章 二維運動(Two-Dimensional 

Motion) 

 

我們在第三章講解一維運動時，特別把原本實數軸的純量概念，改成向量

的計算。高中學習一維運動時使用實數軸純量 x，在大學普物課程我們改用位

置向量 ixˆ，其主要用意於可在二維空間中使用一維系統的符號運算。我們更

進一步探究第三章一維向量觀念，即可以處理本章的二維向量系統與現實生活

中的三維座標系統。其實二維系統很簡單，只需再增加一個實數軸。一般我們

以和 x軸互相垂直的 y 軸為第二個實數軸，把軸上的位置也以位置向量表示為

jyˆ ( y 軸上單位向量使用 ŷ 或 ĵ 表示)。因為這兩個軸上的位移各自獨立、互

不影響，因此可以用這兩個實數軸來定位二維平面空間上的任一位置，並把位

置向量表示成 jyixr ˆˆ+=


(一維座標系統的位移符號為 ixx ˆ=


)。 

二維平面空間中質點的位置，可以想像成是投影在一維座標系統 x 上，與

投影到另個一維座標系統 y 上，兩個投影點共同指出的位置即是質點。設想在

二維的空間平面上有一 P 點，P 點的位置可以用左右方向的光將 P 點的影子投

射到一個上下 y 方向的實數軸上；再用上下方向的光將 P 點的影子投射到左右

x方向的實數軸上。在這樣的投影系統下，如果 P 點左右移動，則投影在上下

y 軸上的影子不會移動；反之如 P 點只有上下移動，那投影在左右 x 軸上的影

子位置不變。大家有了投影的概念後，接下來我們繼續來觀察二維空間的位移

與距離。 

 

4.1 二維座標系統與向量 
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二維座標系統 

 

圖 4 - 1 二維座標系統上的 P 點、Q 點與 PQ 位移。 

 

如圖 4 - 1 所示，二維空間由左右方向的實數 x 軸與上下方向的實數 y 軸

組成，在空間中 P 點的位置可以用座標 ( )5,7 表示，也可以位置向量表示。同

學回想第三章所提的位置向量，P點的位置向量是由原點(兩個軸都是 0的位置)

到達 P 點的向量(如圖 4 - 1 的紅色箭頭)，也說是 OP 向量，以符號OP與

ji ˆ5ˆ7 + 表示。 

當物體由 P 點移動到 Q 點，Q 點的位置向量OQ為 ji ˆ9ˆ5 + ，則物體的位

移為PQ。與第三章所學相同，此時我們把 P 點當作是起點 ir

，而 Q 點當作是

位移的終點 fr

，則二維空間中物體位移向量與距離可以表示為： 

位移： if rrr


−=  

距離： if rrr


−=  

這個例子的PQ位移為： 

( ) ( ) jijijir ˆ4ˆ2ˆ5ˆ7ˆ9ˆ5 +−=+−+=


 

其位移的結果為往左兩個單位再往上四個單位，與圖 4 - 1 中的黑色箭頭表示

的方向與大小一致。從這裡位移向量的計算，我們發現到一個很簡單的規則：

將物體投影到 x 與 y 軸的位置表示位置向量，而物體分別在 x 與 y 軸上投影點

其移動的位移組成二維空間的位移向量。前面我們示範了用位置向量在 x 與 y

軸上的數量相減，可以找到位移向量。 

向量加法運算 

既然二維空間的位移可以用向量表示，那麼物體連續的位移就可以用向量

P 
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的加法來計算。 

 

 

圖 4 - 2 向量加法運算。 

首先我們先複習二維空間的向量加法。二維空間向量加法其實與我們日常

生活中在平面上的移動相同，譬如圖 4 - 2 用繪圖法回答兩個向量的加法

OBOA + ，可以想像成先是右四步上六步，再走左三步上三步(〝再走〞的

步伐是站在原先已走到的位置上)，OA即如圖上綠色箭頭的箭頭位置，所以

向量加法運算要把紅色箭頭( OB )從原點平移到綠色箭頭的終點位置(箭頭位

置)。與前面所談的位移向量計算方法相同，我們可以把加法運算利用投影在 x

與 y 軸上的投影量來計算，也就是右四步加上左三步結果為右一步(4-3=1)，而

上六步再加上三步結果為上九步(6+3=9)，結果等於黑色箭頭所示。 

物理向量 

物理向量與數學向量的表示法不同。數學向量(如圖 4 - 2 的OA )的箭頭

處表示 A 點位置，物理向量用下標表示為 AOA rr


= ，可以看到物理向量除使用

下標外，它的順序是相反的，因為物理向量 AOr


的第一個下標 A 代表被觀察者

A 點位置，而第二個下標代表參考點(即觀察者)的位置。譬如 AOA rr


= 向量在

圖中表示為由橘色小人望向(觀察)A 位置的向量，而 CAr


為圖中藍色小人坐在 A

位置望向 C 位置。 
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圖 4 - 3 物理向量。 

 

物理向量的第二個下標為觀察者，如圖 4 - 3 的橘色小人在第二下標位置。

雖然直覺上物理向量與向量圖示的箭頭有差異，但加法的運算方式相同，即加

法運算時都是消去位於不同下標位置的同一符號(以消去下標 A為例)： 

OCACOA =+  與 COAOCACAAO rrrrr


=+=+  相同 

向量性質 

先前學習的一維向量空間只是一個熟悉的實數放在一條線上(實數軸)，再

加上一個標示出正實數方向的單位向量 x̂ ( î )，也可說向量是源自實數在空間

長度上的表示，那麼實數與向量之間會有甚麼關係？ 

第一個與實數相關的性質是實數 0 乘上任何向量皆得到零向量0

。二維空

間中零向量 ji ˆ0ˆ00 +=


。 

第二個性質是一個實數乘向量得到的向量仍存在此二維空間中。譬如一個

非零向量 A

乘實數 2 為 A


2 ，其長度變兩倍而方向不變且存在於此二維空間

中。 

第三個性質是-1 乘向量得到一個大小相同但反向相反的向量。譬如向量

A

乘-1 為 A


− ，且 ( ) 0


=−+ AA 。 

第四個性質是相等性質。在二維空間中如果找到一個向量B

的大小與方

向皆與 A

相同，則一定是 AB


= 。 

向量有加法運算，接下來幾個性質是跟加法運算有關。 

第五個性質是減法運算可用加法再加上用-1 相乘後反向的向量，即

( )BABA


−+=− 。 

第六個性質是加法運算的交換律，即 ABBA


+=+ 。 

第七個是加法運算的結合律，即 ( ) ( )CBACBA


++=++ 。 

第八個是結合實數的分配律，兩向量相加後乘一實數等於向量各自乘實數

後相加。如實數 a乘兩向量 BA


+ ，分配律為 ( ) BaAaBAa


+=+ ；除此之

外兩實數相加後再乘向量也符合分配律。 

向量也有乘法運算，但乘法運算後所得到的量則不在此二維向量空間裡。

r? 
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有關乘法的內積運算在第七章、外積運算在第十章會再詳述。 

仔細看以上向量的性質，會發現很多性質與實數的特性相同，而把向量的

性質一一討論是為了後續的推廣運用，譬如找到一個非空間向量的物理量，發

現這個物理量如有向量的性質，那我們可借用向量來描述這個物理量的現象。 

單位向量 

先前已初步了解到單位向量是長度為 1 的向量，但只提供向量的方向性並

沒有長度上的差異性(都是 1)。已知一個二維空間的向量為 jAiAA yx
ˆˆ +=


其

中 xA 與 yA 為在 x 與 y 軸上的投影量，亦即分別代表是 x 與 y 軸上的分量，它

的長度為(直角三角形的斜邊長) 

22

yx AAAA +==


 

單位向量表示為 

2222

ˆˆˆˆ

yx

y

yx

xyx

AA

A
i

AA

A
j

A

A
i

A

A

A

A
A

+
+

+
=+== 



 

此外如果用第 1.6 章所提的極座標表示，也就是 

22

yx AAAr +== , 









= −

x

y

A

A
1tan  

且 cosAAx = , sinAAy =  

單位向量亦可表示為 

jiA ˆsinˆcosˆ  +=  
 

例題 4-1：三個位移向量分別為 , 與

，請分別求出長度與單位向量。 

的長度為  4.335.1 22 =+  

1r


 的單位向量為 ji
ji ˆ88.0ˆ44.0

4.3

ˆ0.3ˆ5.1
+=

+
 

2r


 的長度為  7.24.13.2 22 =+  

2r


 的單位向量為 ji
ji ˆ52.0ˆ85.0

7.2

ˆ4.1ˆ3.2
+=

+
 

3r


 的長度為  ( ) 0.25.13.1 22
=+−  

jir ˆ0.3ˆ5.11 +=


jir ˆ4.1ˆ3.22 +=


jir ˆ5.1ˆ3.13 +−=


1r
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3r


 的單位向量為 ji
ji ˆ75.0ˆ65.0

0.2

ˆ5.1ˆ3.1
+−=

+−
 

 

 

4.2 位置、速度與加速度 
 

二維空間的位移、速度與加速度的符號表示與在一維空間完全相同，只需

將 x

改為 r


。 

二維空間的位移向量為 

if rrr


−=  

將位移向量除以時間的間隔即得到平均速度為 

t

rr

t

r
v

if

avg


−
=




=




 

把時間間隔縮小到 0，再利用微分的操作型定義，即得到瞬時速度為 

( ) ( )
dt

rd

t

trttr

t

r
v

tt




=


−+
=




=

→→ 00
limlim  

再下一步，我們可經由速度來計算加速度。即速度差(末速度－初速度)除以時

間間隔可得到平均加速度為 

t

vv

t

v
a

if

avg


−
=




=




 

把時間間隔縮小到 0，同樣再藉微分的操作型定義，得到瞬時加速度為 

( ) ( )
2

2

00
limlim

dt

xd

dt

vd

t

tvttv

t

v
a

tt




==


−+
=




=

→→
 

 

       

圖 4 - 4 二維運動的軌跡與速度、加速度的關係。 

 

圖 4 - 4(a)與(b)指出二維空間中的運動與軌跡(軌跡以虛線表示)。物體的

直線運動速度與加速度都跟路線平行(如(a)圖所示)，反觀(b)圖物體的曲線軌跡

運動，速度仍然是軌跡的切線方向(同直線運動)，但加速度(圖中黑色箭頭)卻

會出現兩種情況，一種是(a)圖的線性(切線)加速度，另一種如(b)圖物體在運動

軌跡轉彎處所必須提供的轉向加速度。造成物體轉向的加速度有兩種，一種是

(a) 
v 

a 

(b) 
vi 

vf 
ri rf 
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與速度方向不在同一直線上、固定大小與方向的加速度，譬如後面第 4.4 章所

提的拋物運動；另一種是一直指向彎曲軌跡圓心的向心加速度，向心加速度的

方向會持續改變。 

二維運動的符號表示與一維運動相同，實際上該如何運算？其實就是利用

在 x 與 y 軸上的分量(投影量)為互相獨立的特性，即可以分開處理。譬如瞬時

速度與瞬時加速度的運算： 

( ) ( ) ( ) jtyitxtr ˆˆ +=


 

( )
( ) ( ) ( )

j
dt

tdy
i

dt

tdx

dt

trd
tv ˆˆ +==




 

( )
( ) ( ) ( )

j
dt

tyd
i

dt

txd

dt

tvd
ta ˆˆ

22

+==




 

 

4.3 二維等加速度運動 
 

同一維運動中的特例－等加速度運動，其中符號與公式都相同，惟真正計

算時用分量來處理。 

譬如等加速度用 0a

表示，此時的速度改變為 

( ) tavtv 00


+=  

實際運算時各自以向量表示，再利用 î 與 ĵ 互相獨立的特性，可以分開處理 x

與 y 軸的分量： 

( ) ( ) ( )tjaiajvivjtvitv yxyxyx
ˆˆˆˆˆˆ

0000 +++=+  

x分量為: ( ) tavtv xxx 00 +=  

由上式我們可以觀察到分量的公式與原本向量的公式相同。 

 

例題 4-2：一質點在二維空間作等加速度運動，0 秒時以速度為 ( ) iv ˆ100 =


(公尺/秒)通過原點，

如加速度為 jia ˆ2ˆ3 +=


，試找出該質點的速度與位移隨時間變化的函數。 

積分由加速度找回速度 
( )

ji
dt

tvd ˆ2ˆ3 +=


 

分離變數   ( )dtjivd ˆ2ˆ3 +=


 

等號兩邊各自積分  

( )

( ) +=
+

ttv

ji

dtjivd
0ˆ0ˆ10

ˆ2ˆ3




 

積分結果   ( ) ( ) ( )jtitjitv ˆ2ˆ3ˆ0ˆ10 +++=


 

整理後速度為   ( ) ( ) jtittv ˆ2ˆ103 ++=
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再積分由速度找位移  
( )

( ) jtit
dt

txd ˆ2ˆ103 ++=


 

分離變數   ( )( )dtjtitxd ˆ2ˆ103 ++=


 

等號兩邊各自積分  

( )

( )( ) ++=

ttx

dtjtitxd
00

ˆ2ˆ103






 

積分後整理為   ( ) jtitttx ˆˆ10
2

3 22 +







+=


 

 

 

4.4 拋物運動 
 

在二維或三維運動中的等加速度運動，最好的例子即是拋物運動。首先把

x 軸定義在水平面方向上，而 y 軸定義在垂直水平面的方向上，正好重力加速

度 g 是垂直水平面(鉛直方向)指向下方，可以把 x 與 y 兩個方向的運動分開計

算。其中在水平方向上沒有加速度，物體以等速度運動在運行；而在鉛直方向

上，物體作等加速度運動。 

假設一質點以初速度 jvivv yx
ˆˆ

000 +=


由原點拋出，此時重力加速度為

jgg ˆ−=


。拋出後物體的速度隨時間關係，在 x 軸方向為等速度運動，水平速

度隨時間變化為 

( ) xx vtv 0=  

而 y 軸方向受重力加速影響，速度逐漸減少並轉變為鉛直向下運動，鉛直速度

隨時間變化為 

( ) gtvtv yy −= 0  

從鉛直方向的速度，可以研判此質點達到最高點所需要的時間為 

g

v
t

y0
=  

接下來再考慮與位移關係，在 x 軸方向等速度運動，位移與時間呈現線性函數

關係 

( ) tvtx x0=      (4.4-1) 

在 y 軸方向則是等加速度運動，為拋物線函數關係 

( ) 2

0
2

1
gttvty y −=      (4.4-2) 

在二維向量空間中繪出質點軌跡可直接計算出 ( )xy 的函數，把 4.4-1 式的時間



 

~ 9 ~ 

t 換成 xvx 0/ 帶入 4.4-2 式，可找到軌跡函數 

( )
2

0

2

0

0

2 xx

y

v

gx
x

v

v
xy −=  

質點拋出時初速度與水平面間出現一個角度(設為 )，因此初速度的水平與鉛

直分量，亦可用初速度大小
2

0

2

00 yx vvv += 與角度 來表示，則初速度的兩

個方向分量與軌跡函數可以改寫為 

cos00 vv x = , sin00 vv y =  

( ) ( )



22

0

2

cos2
tan

v

gx
xxy −=     (4.4-3) 

我們利用 4.4-3 式繪製拋物運動的軌跡，並可以調整物體拋出時初速度與

仰角的大小，來觀察拋物體投射的距離。 

 

 

圖 4 - 5 不同初速度與仰角下拋物運動的軌跡。 

 

觀察圖 4 - 5 拋物體的軌跡(以紅色與黑色軌跡為例)，可以看到將初速度

放大兩倍，物體的拋射距離放大到四倍。當初速度相同時(以藍色與黑色軌跡

為例)，拋射角度呈 45o時拋射距離較遠；且拋射仰角 與 −o90 (以紫色與

黑色軌跡為例)時造成的高度不同，但拋射距離卻相同。 

有關拋射物體的高度與距離可用質點達最高點所需的時間計算，我們先假

設物體拋出時速度的鉛直分量為 yv0 ，在到達最高點時被加速度 g 消耗殆盡，

因此達最高點的時間為 gv y /0 。物體拋出後上升達最高點與自最高點降落到

地面的軌跡相對稱，且同一高度時鉛直方向的速度大小相同、方向相反。因此，

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

y(
m

)

x(m)

 v
0
=4.9(m/s

2
),=30

o

 v
0
=9.8(m/s

2
),=30

o

 v
0
=4.9(m/s

2
),=45

o

 v
0
=4.9(m/s

2
),=60

o
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拋射高度的計算可由最高點至降落地面這一段的運動求得： 

拋射高度 
g

v

g

vg
gtH

y

2

sin

22

1
22

0

2

02 
=








==  

要計算拋物體水平最大距離，因整個過程包含上升段與下降段兩段時間

gv y /2 0 ，水平方向以等速度( xv0 )運動，所以拋射的水平距離為： 

拋射水平距離 
( )

g

v

g

v

g

v
vR

y

x

 2sincossin22 2

0

2

00

0 ===  

從上式拋射水平距離的計算結果，觀察到初速度相等時，當仰角呈 45o時拋射

距離最遠。 

 

 

圖 4 - 6 選手跳遠如拋物運動之示意圖。 

 

例題 4-3：一位跳遠選手以仰角 18o速度 10(公尺/秒)跳離地面，試估計他此次跳遠比賽的距離。 

選手跳起之速度分量  ( ) ( ) jiji oo ˆ1.3ˆ5.9ˆ18sin10ˆ18cos10 +=+  (m/s) 

上升到最高點時間為  32.0
8.9

1.30
==

g

v y
(s) 

整個跳遠過程花費兩倍時間   0.322=0.64 (s) 

跳遠距離為水平方向等速度運動  1.664.05.9 =  (m) 

 

 

 

圖 4 - 7 打猴子實驗示意圖。 

 

例題 4-4：拋物運動中最有名的例子是打猴子實驗，類似憤怒鳥的遊戲。如圖 4 - 7 所示猴子在高

XT 

Y
T
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度 TY 處作自由落體運動，投射物與猴子間水平距離為 TX ，假設猴子掉下的那一瞬間發射拋物

體，試驗證當物體瞄準猴子拋出時會擊中目標。 

當拋物體瞄準猴子發射，仰角為 









= −

T

T

X

Y1tan  

如初速度大小為 0v ，則水平方向速度分量 cos0v  

鉛直方向速度分量為   sin0v  

要擊中目標，最低條件為速度夠快使得拋物體水平投射距離大於 TX ，即符合 

   TX
g

v


 cossin2 2

0
 → 

( ) T

TT

TT X
YXg

YXv


+ 22

2

02
 

      
( )

T

TT

Y

YXg
v

2

22

0

+
  

當速度大小夠快時，拋物體水平方向走 TX 的距離所需時間為 

      
cos0v

X
t T

T =  

拋物體能擊中目標的條件為：猴子掉下來的高度與拋物體上升的高度和恰為總高度 TY  

高度和為    







−+







 2

0

2

2

1
sin

2

1
TTT gttvgt   

可整理為    


 tan
cos

sinsin
0

00 T
T

T X
v

X
vtv ==  

再把一開始的仰角

T

T

X

Y
=tan 帶入得到高度和為 T

T

T
T Y

X

Y
X = ，剛好是小猴子原來

的高度，故確認瞄準猴子後拋射物體能擊中猴子。 

 

 

4.5 圓周運動 
 

第 4.2 章中提到運動速度的增減可由軌跡之切線方向加速度決定，而在曲

線運動中速度方向的改變則是由轉向加速度所造成，轉向加速度可以是與速度

方向不在同一直線上，但固定大小與方向的等加速度(如第 4.4 章所講的拋物運

動)，或是製造圓弧運動軌跡的向心加速度(加速度方向均指向軌跡曲線近似於

圓弧的圓心位置)。等速率圓周運動為最典型的向心加速度運動的特例，在此

運動下速度大小不變，即切線加速度為 0，且向心加速度的大小與速率及半徑

有關。以下我們用兩種推導方式，找出圓周運動的向心加速度。 
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幾何方式推導向心加速度 

 

 

圖 4 - 8 幾何方式找轉向的加速度。 

 

如圖 4 - 8 所示，物體以順時針方向作等速率圓周運動。假設在某兩個時

間點(時間間隔 t )分別測量到物體起點位置向量 ir

與終點位置向量 fr


(如圖

綠色箭頭所示)，則該物體的位移 r


 與起點、終點位置向量等三個向量圍成一

個等腰三角形(如圖綠色箭頭所圍之三角形所示)，且起點與終點位移向量之間

夾一角度  。 

起點的速度向量(注意速度方向為該位置的軌跡切線方向)與終點的速度

向量之變化量為何？把兩個速度向量的起點放在同一個位置，即能計算出速度

向量的變化量，如圖中右下角的紅色箭頭(我們將之放大方便讀者觀察)，此時

起點速度、終點速度與速度差 v


 三個向量圍成另一個等腰三角形(如圖放大的

紅色箭頭所圍之三角形所示)。因為位置向量與速度向量之間互相垂直(圓的半

徑所指的方向與切線的方向互相垂直)，所以起點與終點速度向量的夾角與位

移向量的夾角同樣都是  。分別仔細觀察綠色箭頭與紅色箭頭所圍成的三角

形，不難發現這兩個三角形為相似三角形。 

再來可以利用這兩個相似三角形，計算出等速率圓周運動中，速度轉向所

需要的轉向加速度。平均加速度為速度變化量除以時間間隔，其大小表示為 

t

v

t

v
aavg




=




=


 

利用前面所提到兩個相似三角形，由其三角形邊長比例關係： 

r

r

v

v









=


 

可以把平均加速度改寫為與位移相關： 

ri 

放大 

 

 

r 

v 

r
f
 

v
i
 

v
f
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t

r

r

v

t

r

r

v
aavg




=




=










 

再把時間間隔縮小到零，即可導出瞬時加速度為： 

r

v

t

r

r

v
a

t

2

0
lim =




=

→


 

當時間間隔縮小時，位置向量所圍成三角形與速度向量所圍成的三角形之間，

還是維持相似三角形的關係。 

向量方式推導向心加速度 

除了用幾何方法推導向心加速度外，我們也可以把位置向量用極座標表示，

在固定半徑長度下的位移即為圓周運動，用微分的計算方式可導出速度與加速

度。藉由此方式所推導出的速度與加速度，可獲得大小與方向等兩項資訊。 

 

圖 4 - 9 在直角座標下，標示圓周運動與極座標間的關係。 

注意圖 4 - 8 中的圓周運動為順時針方向，與圖 4 - 9 的逆時針運動方向

相反，一般用向量與極座標表示圓周運動時，皆以逆時針方向運動。因為座標

的定義是使用右手定則，當眼睛直視你的右手拇指時，其餘四隻手指所指的方

向為逆時針方向，即表示自 x̂ 轉動到 的方向為正的 90 度，反之自 轉動到

x̂ 的方向為負的 90 度。 

當利用座標表示物體位置向量時，可以使用笛卡兒座標與極座標兩種方式，

假設物體位移被限制在半徑 的圓上，此時位移向量用水平與垂直方向分量

ŷ ŷ

R
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可表示為： 

 

圓周運動時位置在極座標上的角度 隨時間變化，成等角速度的變化，也可以

用角速度 與時間 t 表示為 t = (初始角度為 0)。圓周運動物體的速度，可

用位置向量對時間微分可得到： 

jR
dt

d
iR

dt

d
r

dt

d

dt

rd
v ˆsinˆcos  








+








=








==





 

這裡把〝對時間微分〞當成一種數學的運算，像使用分配律公式一樣，可以分

別作用在水平與垂直兩個方向的運動分量，因為圓的半徑不隨間變化，所以速

度向量微分後可得到 

( ) ( )
( ) j

dt

d
Ri

dt

d
Rj

dt

d
Ri

dt

d
Rv ˆcosˆsinˆsinˆcos 







+−=+=


 

計算過程中我們會使用到連鎖律， cos 對時間的微分，即等於它先對 微分

再乘上 對時間微分。把角度對時間微分換成角速度，得到最後的速度向量 

( )jiRv ˆcosˆsin  +−=


    (4.5-1) 

仔細看 4.5-1 式所指的方向，正是圖 4 - 9 所標示的紅色箭頭的方向，同樣也

是運動軌跡的切線方向。從另一角度來看，這個速度方向恰巧是極座標的角度

單位向量̂ 所指的方向。極座標的單位向量一直隨位置不同而改變，極座標的

半徑單位向量與角度單位向量分別為： 

jir ˆsinˆcosˆ  += , ji ˆcosˆsinˆ  +−=  

未來還會學三維空間的球座標系統，此時當角度成為變數時，它的單位向量指

向何方呢？藉此機會我們從極座標角度的單位向量來了解，圖 4 - 9 顯示出角

度(速度)方向正是瞬間角度增加時的切線方向，當以角度增加為方向的定義方

式，亦可找到其它以角度為變數的單位向量。 

推導出速度後，接著再把速度對時間微分可計算加速度。4.5-1 式對時間

微分後為： 

( ) ( )








+−== j

dt

d
i

dt

d
R

dt

vd
a ˆcosˆsin 






 

微分計算後得到 









−−= j

dt

d
i

dt

d
Ra ˆsinˆcos








 

( )jiRa ˆsinˆcos2  +−=


 

上式結果顯示加速度的方向與位置向量恰好相反，所以加速度的方向意味著下

jRiRjyixr ˆsinˆcosˆˆ  +=+=
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個時間點的速度方向與現在的速度方向必不同，必須要藉由向心加速度把現在

這個時間點的速度方向轉向，才能指向下個時間點的速度方向，而轉向的方向

正是向心加速度的方向。向心加速度大小為
2R ，從前面得知速度與角速度

間的關係為 Rv = ，向心加速度大小亦可表示為 Rv /2
，此結果與使用幾何

方式推導出之向心加速度大小相同。 

切線加速度與向心加速度 

如第 4.2 章圖 4 - 4 所示，物體運動的速度方向為軌跡的切線方向。物體

作直線運動的加速度(稱為切線加速度)是沿著運動方向且可改變速度的大小，

但當物體作曲線運動時，除了有切線加速度(沿著軌跡切線方向)外，我們還須

考慮造成圓弧軌跡運動的加速度，稱為向心加速度。首先將軌跡曲線比作圓弧，

由圓弧即能找到位於中心點的圓心位置，而向心加速度的方向總是指向此圓弧

的圓心位置。 

切線加速度的符號為 ta ，向心加速度的符號為 ra ，且兩個加速度互相垂

直，因此總加速度為切線與向心加速度兩分量所組成的向量長度，寫成

22

rt aaa += 。 

 

 

圖 4 - 10 汽車加速開過坡頂。 

 

例題 4-5：一輛汽車在洛杉磯高低起伏的道路上開車，為了上坡猛踩油門，汽車爬上坡頂時加速

度增加為 0.5(公尺/秒 2)且速度為 4(公尺/秒)，已知小山坡的曲度等於半徑 600 公尺的圓弧，請計

算汽車的總加速度與方向。 

汽車水平加速度為    5.0=ta  (m/s2) 

向心加速度為(方向鉛直向下)   16.0
100

42

==ra  (m/s2) 

總加速度為(如圖 4 - 10 所定義之 x 及 y 軸方向) ji ˆ16.0ˆ5.0 −  (m/s2) 

總加速度大小     52.016.05.0 22 +  (m/s2) 

 

 

at 

ar 
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4.6 相對速度 
 

兩個以上的座標同時觀察一個物體的運動，如這兩個座標之間有相對運動，

則在不同座標下所觀察到物體的位移、速度與加速度可能不相同。我們已知其

中一個座標所觀察到物體的位移、速度與加速度，能否推算出另一個座標所觀

察到物體的位移、速度與加速度？相對速度是在討論不同座標〝轉換〞下，觀

察到的物理量應該如何改變，當兩座標相對運動的速度遠小於光速時，應遵守

古典伽利略(Galilean)座標轉換的計算，如相對速度接近光速則遵守羅倫茲

(Lorentz)座標轉換的計算(愛因斯坦的狹義相對論)。兩座標間相對運動，在狹

義相對論裡僅討論兩座標間等速度相對運動問題，另兩座標間加速度相對運動

會產生非慣性座標系統的問題，則不在此討論範圍。 

日常生活中其實有許多相對運動的應用，譬如在遊樂場裡有立體動態電影，

一方面讓觀眾在視覺上感受到三維空間的震憾效果，另一方面業者操控電影院

裡的座椅，並配合電影情節使座椅運動，讓觀眾直接感受到速度及加速度而有

身歷其境的感覺。實際上電影院裡的座椅並非真的載著觀眾離開電影院到實地

轉一圈回來，只是配合電影情節的節奏感、速度感與方向感在原地上下、前後

與左右運動，這種動態電影的製作表演方式，其實就是相對運動的概念。 

 

 

圖 4 - 11 兩座標系統等速度相對運動。 

 

為了簡化相對運動問題，我們把兩座標系統相對運動速度的方向定為 x 軸，

而且一次只處理一個方向的相對運動。圖 4 - 11 表示 B 座標相對於 A 座標往 î

方向等速度 ivˆ作運動，在時間為零秒時，兩座標完全重疊在一起，當時間為 t

秒後，B 座標系統向 î 方向移動了 vt 的距離。在這裡我們稱 A 座標系統或是 B

座標系統，都只是把 A 或 B 點放在某一個座標的原點上來觀察物體。 

前面我們提到相對運動一次只處理單個方向問題，所以現在有關 î 方向的

相對運動，只需考慮該方向的位移、速度與加速度等問題。從圖 4 - 11 的右圖

B 
x 

y 

A 
x 

y 

v 

B 
x 

y 

A 
x 

y 

v vt 

P xPB 

x
PA

 

x
BA

 t’=0 
t’=t 
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中看出 B 座標觀察 P 物體在 î 方向分量為 PBx ，而在 A 座標觀察則為 PAx ，兩

座標之 î 方向分量不同，主要原因是 B 座標已經離開 A 座標一段距離，因此在

A 座標會(原點)觀察到 B 座標(原點)移動到 vtxBA = ，為了減少計算相對運動

問題時，因繪製座標系統而造成誤置，所以可以利用下標的符號來協助我們表

示其座標的轉換，計算如下： 

BAPBPA xxx +=     (4.6-1) 

大家是否觀察到等號右邊不同位置的相同下標 B，同時消去 B 後會得到等號左

邊的結果？在第 4.1 章講述物理向量時有提到此觀念。 

下一步分析相對速度，各位同學當然可以由圖 4 - 11 的右圖分析，即在 B

座標看 P 物體速度再加上在 A 座標看 B 原點速度，最後得到的是 A 座標看 P

物體速度，即是 

vvv PBPA +=  

這種作法在同學幾何觀念很正確時，可以很容易獲得解決，但是當幾何上無法

繪出相對運動時，這時就需要符號運算這個小幫手了。因為速度是位置對時間

的微分運算，我們可以從 4.6-1 式推導相對速度如下： 

( )BAPBPA xx
dt

d
x

dt

d
+








=








 

這裡〝對時間微分〞被當作一種運算子(operator)，就像是數字的加、減、乘、

除運算一樣，且這個微分計算包含分配律。微分後會得到 

dt

dx

dt

dx

dt

dx BAPBPA +=  

剛好座標間的相對速度為 v，因此整理為 

vvvvv PBBAPBPA +=+=     (4.6-2) 

建議同學保留住此式的下標以利後續的計算與推導。依此類推，可以再把對時

間微分的運算子(operator)運用於 4.6-2 式上，可得到 

dt

dv

dt

dv

dt

dv BAPBPA +=  

BAPBPA aaa +=     (4.6-3) 

剛好兩座標為等速度相對運動，所以 0=BAa 則 PBPA aa = 。 

 

例題 4-6：有三輛車(A, B 與 C 車)行駛在高速路上，其中 A 車看到 B 車的速度是-20(公里/時)，C 車

看到 B 車的速度是 15(公里/時)，如果 A 車的速度是 60(公里/時)，那 C 車的車速是多少？ 

處理相對速度運動問題時，可以利用繪圖或是以物理向量符號運算兩種方法，惟使用繪圖方

法需有正確的幾何觀念，一般我們以物理向量來解相對運動問題顯得較容易。 

A 車看 B 車速度-20 表示   20−=BAv (km/h) 
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C 車看 B 車速度 15 表示   15=BCv (km/h) 

從下標運算可得 A 車看 C 車  BABCBACBCA vvvvv +−=+=  

將數字帶入可得    352015 −=−−=CAv (km/h) 

A 車速度是 60 表示在靜止座標 O 看 A 車 60=AOv (km/h) 

所以靜止座標測得 C 車速為  256035 =+−=+= AOCACO vvv (km/h) 

 

 

例題 4-7：二十世紀初科學家相信乙太是光傳遞的媒介，並認為乙太如空氣般被地心引力吸引，

隨著地球自西向東轉。假設在赤道測量光對地球的速度，已知光速 C 為 3108(公尺/秒)，乙太風

速度的大小為正東方 0.1C，最後光對地球的速度方向指向正北方，問所測量到的光速大小？ 

乙太風吹向正東方 0.1C 表示為  icvWG
ˆ1.0=  

最後光速為正北方    jvvLG
ˆ=  

光相對乙太速度為    jcicv yxLW
ˆˆ+= 且

22

yx ccc +=  

光對地球與光對乙太關係為   WGLWLG vvv +=  

用向量分量表示為    icjcicjv yx
ˆ1.0ˆˆˆ ++=  

從等式中計算光相對乙太速度的東西向分量為 01.0 =+ ccx 則 ccx 1.0−= (m/s) 

再計算光相對乙太速度的南北向分量 ( ) ccccy 99.01.0
22 =−= (m/s) 

光對乙太速度的向量表示為   jcicvLW
ˆ99.0ˆ1.0 +−=  

可知光對乙太風速度方向為北偏西 

再帶回光與乙太風相對速度關係式，可得光對地球的速度 cv 99.0= (m/s) 
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