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第六章 牛頓力學進階應用(Advanced 

Applications of Newtonian 

Mechanics) 

 

前一章提出牛頓力學機制來解釋物體在直線上運動，所表現出來的靜止不

動、等速度與等加速度運動的行為。除了直線運動外，我們生活上乘坐交通工

具都會遇到轉彎的時候，且在第四章學習運動學時也提到等速率圓周運動，那

圓周運動是否也符合牛頓力學的機制呢？除了固定大小與方向的外力造成等

加速度之機制外，有沒有外力會隨物體運動狀態而改變呢？在前一章牛頓力學

機制中提到慣性座標與非慣性座標，那麼在非慣性座標下要如何說明運動行為

呢？ 

我們將在這一章藉由探討其它非固定外力下運動的行為，引入利用力等式

找出微分方程式，然後解微分方程式來找到物體運動的速度與位移隨時間變化

的情形(即速度與位移隨時間變化的函數)。在解微分方程式或是積分問題時，

可能會遇到無法用符號運算找到正解或是很難解的問題，我們在此章節將簡介

尤拉法(Euler method)作數值積分來解決此棘手難題。 

 

6.1 水平面上圓周運動 

 

在第 4.5 章學習等速率圓周運動時提到物體在轉彎時，一定會有速度方向

持續轉彎所必需提供的加速度，稱為向心加速度(用符號 ra 表示)，而直線運動

上速度增減所需的加速度則改稱為切線加速度(用符號 ta 表示)。 

在直線運動時，所有合力、切線、速度與加速度的方向都在運動軌跡的直

線上，如圖 6 - 1(a)所示。從前一章的牛頓力學中，我們學習到合力作用在物

體的質心上，所產生加速度與合力在同一個方向，且加速度與合力大小成正比，

但與物體的慣量-質量成反比，加速度可使速度從反方向轉為與加速度同一方

向，但無法讓物體轉向產生彎曲的運動軌跡。 

要產生曲線的運動軌跡需要加速度與速度不在同一直線上，如圖 6 - 1(b)

所示，此時的加速度都指向同一個方向，形成拋物線的運動軌跡(並非圓周運

動)。最典型拋物線運動軌跡的例子就是在第 4.4 章所提的拋物運動，當時曾提

到在運動學的分析下，發現物體質心的鉛直方向有一重力加速度，依據牛頓第
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二運動定律該物體應受一鉛直向下的外力作用，如物體質量為m 則此外力為

mg ，此外力為物體在地表上所受的吸引力-重力。物體不論是鉛直上拋或是

下拋的運動，一樣受重力作用，因重力方向與速度方向相同，因此會得到直線

而不是曲線運動軌跡。拋物運動則是物體受重力作用，且受力的方向與速度方

向不在同一直線上，重力造成加速度來改變物體運動速度的大小與方向形成拋

物運動。除了重力下的拋物運動外，傳統 CRT 電視內部的陰極射線管中，電子

在兩平行板電極的均勻電場下，也是呈拋物線軌跡。 

 

 

圖 6 - 1 運動軌跡與加速度的關係。 

 

另一種曲線運動軌跡為圓周運動，物體作圓周運動時，速度的方向位在運

動軌跡的切線方向上，而使速度大小產生變化的是切線方向上的加速度，另使

物體繞著圓弧軌跡運動的是向心加速度。圖 6 - 1(c)表示結合直線運動與圓周

運動所造成的曲線運動軌跡，物體以圓弧軌跡運轉時，所需的向心力與向心加

速度指向圓弧軌跡的圓心。 

在這裡跟讀者們強調，先有向心力拉著物體，使物體產生向心加速度，然

後物體才能繞著圓弧軌跡運動。這種圓周運動，除了用繩子拉物體在水平面旋

轉來形成圓周運動外，宇宙星球間有萬有引力提供互相吸引的向心力，如帶負

電的電子被帶正電的原子核吸引提供向心力，甚至是運動中的帶電粒子，進入

磁場感受到的勞倫茲力(Lorentz force)提供向心力等現象，都會造成圓弧的運動

軌跡。 
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以下藉幾個例子來說明外力能提供向心力，造成物體在水平面上形成等速

率圓周運動現象。因物體作等速率圓周運動時，速度的大小不變，所以切線加

速度為零，如速率改變則表示有數值不為零的切線加速度，這樣的問題在下一

個章節中才會討論。 

 

例題 6-1：一輛汽車在水平且呈圓弧路線的道路上行駛，已知圓弧路線的圓半徑為 r ，且路面提

供之最大摩擦力使汽車以速率v 做圓周運動。假如路面提供之最大摩擦力不變，而圓弧路線的圓

半徑變為兩倍，則汽車能行駛的最高速率為何？ 

車輪滾動的方向有一滾動摩擦力來減低車子引擎的動力， 

車輪不打滑的條件下，與車輪滾動垂直的方向上有靜摩擦力來阻止車子打滑。 

車子打滑的意義表示沒有足夠的靜摩擦力提供汽車當向心力，使汽車持續作圓周運動。 

如圓弧路線的原半徑為 r 且汽車最大速率為v ，設汽車質量為m  

則最大靜摩擦力即汽車向心力為  
r

v
m

2

 

此摩擦力造成汽車的向心加速度
r

v2

而作圓周運動 

如另一圓弧路線的半徑 'r 變為兩倍，即 rr 2'=  

則最大速率 'v 亦須滿足相同摩擦力所提供之最大加速度， 

即須滿足此關係式    
r

v
a

r

v
r

2

2

2

'

'
==  

將 rr 2'= 帶入上面關係式，可得汽車最高速率 vv 2'=  

 

 

 

圖 6 - 2 由繩子張力提供物體向心力，使物體作圓周運動。 

 

例題 6-2：如圖 6 - 32 所示，繩子一端繫上質量 1 公斤的物體，另一端經由桌上洞口向下施力，

使得物體在桌面上作等速率圓周運動(圓半徑為 1 公尺)，如繩子所能承受的最大張力為 100 牛頓，

試問物體作圓周運動之最大速率為何？ 

因繩子承受之張力 100 牛頓為該繩能提供物體之最大向心力 

在此向心力下，向心加速度為 100
1

100
===

m

T
ar (公尺/秒 2) 

F 
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則與物體最大速率v 之關係為
1

100
22 v

r

v
ar ===  

可得最大速率為   10=v (公尺/秒) 

 

 

 

圖 6 - 3 物體作錐擺運動。 

 

例題 6-3：如圖 6 - 3 所示，用長度 L 的繩子繫住物體(質量m )，使物體在水平面上作等速率圓

周運動，繩子與鉛直線夾角 ，試問物體的運動速率與週期為何？ 

物體在水平面上作圓周運動必須有水平面上的向心力， 

推測繩子的張力與物體重力的合力必須要在水平面上。 

重力只在鉛直方向，水平方向的力應為繩子的張力所提供。 

張力T 沿著繩子的方向提供鉛直向上的分力 cosT 與重力抵消， 

使物體在鉛直方向靜止不動，則
cos

mg
T = 。 

此張力在水平方向分量為 


 tansin
cos

sin mg
mg

T ==  

恰巧提供物體圓周運動所需之向心力，則向心加速度與物體運動速率關係為 




sin
tan

22

L

v

r

v
gar === ，可得到速率  tansingLv =  

物體作圓周運動之週期為









tan

sin
2

tansin

sin22

g

L

gL

L

v

r
T ===  

 

 

在建造圓弧路線的道路時，為了安全性的考量，通常會建造傾斜路面而不

是水平路面。譬如某人從甲地開車經由山路到乙地，當車子向右彎繞著山行走

時，路面是向右傾斜，車子向左彎繞著山行走時，路面是向左傾斜。此外在高

速公路的交流道路面設計，一般會以彎曲路線連接到平面道路上，且彎曲的路

面呈傾斜狀態(左彎時向左傾、右彎時向右傾)使得汽車能夠在圓弧的路線上安

全行駛。 

 

 
L 

m 
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例題 6-4：工程師在設計高速公路交流道的路面時，考慮用傾斜路面來提高行車安全，假設圓弧

路線的半徑為 10 公尺，且不考慮銜接交流道與平面道路的彎曲道路高低差問題，如速限為 60(公

里/時)，則路面傾斜角度至少為多少度？ 

如圖 6 - 4 所示，汽車行駛在左彎圓弧路線的傾斜路面上， 

不考慮高度問題則圓弧路線在水平面上， 

需要水平方向的向心力，使汽車在沒有摩擦力下亦能安全作等速率圓周運動， 

汽車的重力只在鉛直方向，因此必須由路面給汽車的正向力來提供向心力。 

最大速限轉換成標準單位：  7.16
3600

100060
60 


=

s

m

h

km
(m/s) 

設汽車質量為m ，則最大速限行駛下向心力為 mm
r

v
m 9.27

10

7.16 22

=  

路面傾斜提供之正向力 N 在鉛直方向抵消重力 mgN =cos  

則正向力所能提供之水平分力為 m
mg

9.27sin
cos

=


 

重力加速度 8.9=g (m/s2)，可得 85.2
8.9

9.27
tan = 與

o71  

一般我們考慮汽車輪胎的摩擦力，至少要提供部分的向心力，因此傾斜角度可以減小到 30

度角。 

 

 

 

圖 6 - 4 傾斜路面提供向心力示意圖。 

 

6.2 鉛直方向圓周運動 

 

在地表上作鉛直方向的圓周運動，雖然物體運動軌跡也是圓形，但受鉛直

方向重力的影響，使物體在沿著切線方向的重力分力其數值不為零，且因沿著

運動方向有切線加速度使得物體的速率改變，不再是〝等速率〞運動。 

在本章節中要應用牛頓第二運動定律，學習從力等式來計算出物體質心受

力與產生的加速度，再藉由積分計算預測物體後續的速度與位移量，即是找出

速度與位移隨時間變化的關係。 
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我們先以前一章簡單的例子來示範力等式、微分方程式到找出位移隨時間

變化的函數，接下來再用牛頓力學解出水平面上的等速率圓周運動，最後才解

鉛直方向的圓周運動問題。 

 

 

圖 6 - 5 拋物運動。 

 

例題 6-5：如圖 6 - 5 質量為m (kg)的物體在地表上(重力加速度為 g (m/s2))運動，已知在時間為

0 秒時，物體位在水平與鉛直線的原點，且速度大小為 0v ，水平線以上仰角 方向射出，試問

該物體在後續時間的速度與位移為何？ 

物體初速度在水平方向投影量為 cos0v 而鉛直方向投影量為 sin0v  

設座標在水平方向往初速度投影方向為 î 、鉛直向上為 ĵ ， 

則初速度可表示為 jviv ˆsinˆcos 00  +  

考慮所有物體在地表上都會承受與質量有關係且鉛直向下的重力 jmgF ˆ−=


 

找到物體所受合力後，可以由牛頓力學 maF = 找出物體的加速度 

找到力等式 amjmgF


=−= ˆ ，即是 jmgam ˆ−=


也是 0ˆ =+ jmgam


 

力等式就是微分方程式，它表示 0ˆ
2

2

=+ jmg
dt

xd
m


 

這個二階微分方程式可以一步一步積分找回隨時間變化的位移，而不需要特殊解題的技巧 

再回到力等式 amjmgF


=−= ˆ 可得加速度 jga ˆ−=


 

從加速度積分找回速度

( ) ( )

 −==

+

+

tjtvitv

jviv

dtjgdtavd

yx

0

ˆˆ

ˆsinˆcos

ˆ

00





 

用分量處理互相垂直的兩個軸上的積分運算， 

( ) ( ) jgtjvivjtvitv yx
ˆˆsinˆcosˆˆ

00 −=−−+   

可得 ( ) ( ) ( ) ( ) jgtvivjtvitvtv yx
ˆsinˆcosˆˆ

00 −+=+= 


 

由 ( )
( )

dt

txd
tv




= 再一次積分可得位移隨時間變化 

x 

y 
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( ) ( ) ( ) ( ) jgttvitvjtyitxtr ˆ
2

1
sinˆcosˆˆ 2

00 







−+=+= 


 

 

 

探討完上式以牛頓力學來解拋物運動的速度與位移隨時間變化量的關係，

再來我們試著從力等式來看水平面上的等速率圓周運動。 

 

例題 6-6：一質量 的物體受一向心力(大小為 )而在水平面上作等速率圓周運動，其等角速度

大小為 、運動軌跡圓的固定半徑為 ，試求物體之速度與位移為何？ 

首先在水平面上定義出兩個互相垂直的座標軸，分別是 與 ， 

假設物體繞著以座標軸原點為圓心，半徑為 r 的圓作圓周運動 

此時物體之位置可以用極座標 ( ),r 表示為 jrir ˆsinˆcos  +  

因此物體所受之向心力由極座標表示為 jFiF ˆsinˆcos  −− (指向原點) 

由合力與牛頓力學第二運動定律可得力等式 amjFiFF


=−−= ˆsinˆcos 
 

即找到等速率圓周運動之微分方程式 0ˆsinˆcos
2

2

=−− jFiF
dt

xd
m 


 

在這裡不需直接解微分方程式，可從物體加速度積分計算求得 x


 

從力等式得到物體所受加速度 j
m

F
i

m

F
a ˆsinˆcos  −−=


 

速度與加速度關係為   a
dt

vd 


= ， 

因此用積分計算速度 ( )
( )

'ˆsinˆcos

00

0  







−−==−

t

t

tv

v

dtj
m

F
i

m

F
vdvtv 






 

等速率圓周運動的角速度大小固定為 ， 

可得到時間與角度變化關係 '' dtd  = 或是 '
1

' 


ddt =  

則可得物體速度為 ( )  







−−=−











0

'ˆ'sinˆ'cos0 dj
m

F
i

m

F
vtv


 

積分後可得 ( ) 







+−−








+−=− j

m

F
i

m

F
j

m

F
i

m

F
vtv ˆcosˆsinˆcosˆsin 000 












  

如起始速度為  ( ) 







+−== j

m

F
i

m

F
vtv ˆcosˆsin 0000 







 

則物體速度應為 ( ) 







+−== j

m

F
i

m

F
vtv ˆcosˆsin0 







 

m F

 r

î ĵ
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其速率大小為  






 m

F

m

F

m

F
v =








+








−=

22

cossin  (1) 

再由速度與位移變化的關係式 dtvxd


=  

與相同的技巧找到 ( ) j
m

F
i

m

F
tx ˆsinˆcos

22






+=


(其中 t += 0 ) 

其半徑的長度為 
2m

F
r =   (2) 

由速率與半徑式(1)與式(2))可找到關係式
m

F
rv =2

，即
r

v
mF

2

= 。 

 

 

前面的兩個例子除了示範力等式與微分方程式的關係，並強調外力的合力

為〝因〞，使得物體產生向心或是切線加速度，造成物體的運動軌跡即為〝果〞，

這因果關係是牛頓力學強調的核心重點。 

 

 

圖 6 - 6 鉛直方向圓周運動。 

 

例題 6-7：將質量為m 的物體繫在繩子一端，並以手拉住繩子的另一端，持續甩動繩子使物體作

鉛直方向的圓周運動，假設圓半徑為 R 且物體在最高點時繩子的張力為零，試找出物體在每一

位置上的速率。 

如圖 6 - 6 所示，把 î 座標軸定義在鉛直方向上， ĵ 定義在水平方向上。 

物體所在位置可用極座標與圖中直角坐標表示為 jRiRr ˆsinˆcos  +=


 

鉛直圓周運動的角速度大小並非固定，但固定角度可以找到對應的位置、速度、與加速度 

在最高位置張力為零，表示 0= 時速率與重力關係為
R

v
mmg

2

0=  

則可得到起始點的速率 gRv =0  

為得到其它位置的速率，先找出重力在切線方向的分力 

 

 

m 

 

mg 
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在固定 角度的重力，其切線方向分力為  

重力在向心方向分力為 rmg ˆcos−  

在這裡用到極座標的單位向量， r̂ 為由圓心到該位置的單位徑度向量， 

̂ 為切線上指向角度增加的方向的單位角向量 

向心力方向會改變繩子上的張力，切線方向則可算出物體速率 

分析後可找出切線方向的力等式 tmamgF == sin  

力等式找出微分方程式  0sin
2

2

=− mg
dt

sd
m  (1) 

上式中 s 代表一段圓弧的距離，且圓弧長度與半徑及角度間有 Rs =  

切線速率為 


R
dt

d
R

dt

ds
v === ，注意此時角速度 非固定值 

利用式(1)找速率則可改寫為  


sinmg
dt

d
mR

dt

dv
m ==  

整理成變化量與分離變數的型式 dtgRd  sin=  

解決 d 與 dt 問題，可將等號兩邊同時乘 來解題， 

即可得到    dgdtgdR sinsin ==  

等號兩邊同時積分可得，並帶入起始條件 0= 時 ( )
R

gR
== 0  

可改寫成積分的計算  
( )

 =





0

/
sin dgdR

RgR
 

積分後可得   gggR +−=−  cos
2

1

2

1 2
 

角速度與速率各為
R

gg 


cos23 −
= ，  cos23 RgRgRv −==  

 

 

從最後一個例子，我們發現找到物體所受的合力並寫下力等式後，會得到

物體運動所遵守的微分方程式，而解這個微分方程式的方法，除了一步步積分

的技巧找到速度與位移以外，另外我們還學到一個新技巧：把整個微分方程式

同乘以速度(或是角速度)，再做變數的變換來找到速率與角度的關係。 

 

6.3 加速度座標系統 

 

在第 5.1 章中提到慣性座標為物體符合牛頓第一運動定律的座標系統，而

如果另一個座標以等速度相對於此慣性座標運動，則此新座標也是慣性座標。

  ˆsinmg
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相反地，任一座標系統中物體運動不符合牛頓力學，則為非慣性座標系統。此

外，如果一座標系統以加速度相對於慣性座標運動，則此座標系統亦為非慣性

座標系統。 

在加速度座標系統中，如第 5.6 章圖 5 – 6 所示範的以繪圖法解加速任度

座標系統問題，在此加速度座標系統下，可以想像成物體在系統中會受到假想

力(或稱 ghost force)，造成物體在此座標系統中即使沒有受任可外力作用，亦

會因為此假想力而表現出加速度運動行為。因為此加速度座標系統中有此假想

力的存在，所以雖然觀察到物體所受合力為零卻仍有加速度運動，不符合牛頓

力學所描述的物體運動行為，則此物體處於一個非慣性的座標系統。 

因推導加速度座標系統的假想力可能需要使用到進階的數學工具，如以張

量(tensor) 的技巧來處理球座標轉換成笛卡兒座標系統，在還不能一步步推導

之前，我們先利用繪圖法與假想力來了解加速度座標系統內的物體運動。 

當我們坐在汽車裡，加油使引擎施力造成汽車向前加速度運動時，在車內

的人與物體會感受到向後的假想力作用，直到被汽車內椅背等保護器具支撐住

後，才沒有因此假想力而繼續向後作加速度運動。此外，汽車在轉彎時，車內

的人與物體也會往轉彎的反方向加速度運動，還好車內的椅子提供摩擦力、車

門提供支撐力及身體的每一細胞、組織等鍵結力量，使得人體與物體能持續跟

隨汽車作轉彎運動。 

 

 

圖 6 - 7 繪圖法解物體在向心加速度座標系統下的運動行為。 

 

前一章以繪圖法表示出汽車在直線加速度時，假想力造成物體的加速度運

動，現在看一下轉彎的物體運動行為（屬加速度座標系統）。如圖 6 - 1(a)所描

述的向心力造成圓周運動的示意圖，物體一開始在圓弧虛線正右邊的切點上

(橘色點的位置、速度為橘色箭頭)，如物體不受向心力作用，將繼續向前(橘色

點正上方第二個橘色箭頭)作等速度運動，但在向心力的作用下(黑色箭頭所示)

原本切線方向的第二個橘色箭頭，受向心力拉回到圓弧虛線上，改變了運動方

向並繼續作等速率圓周運動。 

圖 6 - 7(b)繪出原本在圓盤上作等速率圓周運動的物體(橘色點)，在正右

  

(a) (b) (c) 

r 
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邊切點位置不再受向心力作用，使得物體向前方作等速度運動(淺藍色虛線方

向)。此時物體在此向心加速度的座標系統中，認為物體相對於圓心往外受一

假想之離心力自圓心向外沿著徑向方向運動。受這個假想力(離心力)的影響，

假設物體離開圓弧虛線往徑向方向作加速度運動，依此徑度方向運動概念，則

假設物體在右邊切點位置時 0=t ，圓周半徑為 r 且角速度為 ，則切點向上

的速度大小為 r ，如物體受離心力往徑向運動，則在時間 'tt = 後，角度已

經增加到 't ，則切線上的等速度運動所走距離 '' trvt = ，必須要等於該角

度下的直角三角形(圖中黑色直角三角形)所表示出的位置 ( )'tan tr  ，我們發

現要使得 ( )'tan' trtr  = 的條件，必須當 't 不大於 30 度角或甚至更小才約

略相等，所以我們得到結論，只有在 't 角度很小時才能夠用假想力-離心力-

來解釋物體在此向心加速度座標系統的運動。 

當物體在向心加速度座標系統中，所受的向心力消失後，我們直視圓心感

覺到離開原本圓弧虛線路徑的距離變化如圖 6 - 7(c)所示，而產生距離變化的

趨勢有如加速度運動的變化，這也是使物體在此加速度座標系統中，讓我們誤

以為有離心力以致產生加速度運動的原因。綜合前面的計算結果與解釋，可以

知道用假想力-離心力-來描述物體在向心加速度座標系統中運動是不恰當的。

正確的描述應為：物體受向心力作等速率圓周運動，當不受力那一瞬間開始，

物體將沿著圓弧的切線方向作等速度直線運動，這樣的描述才符合牛頓第一運

動定律。 

 

 

圖 6 - 8 地球自轉下的加速度座標系統。 

 

地球有自轉運動，我們在地球表面上的水平座標系統並不是一個慣性座標

系統，我們所在的星球是球座標系統，而且地球繞著約略通過南極與北極的軸

自轉，這樣的自轉使得我們所在緯度不同則跟隨著地球轉動的速率也不同。譬

如在赤道上，因為所在位置與地球轉軸間的最短距離恰等於地球半徑（相距最

大），所以跟著地球轉的速率亦最大；如果比較接近兩極的位置，則與地球轉

軸相距最小，因此跟著地球轉的速率最小。在不同緯度上跟著地球轉的速率不

  

 
(a) (b) 
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同，造成在此球座標上的一個假想力，我們稱為柯氏力(Coriolis force)。柯氏力

使得物體在北半球的水平方向等速度運動時會受到向右牽引的影響，而在南半

球水平方向等速度運動則會受到向左牽引的影響。要推導如何在轉動中的球座

標中產生假想力－柯氏力，必須要使用張量(tensor)分析的數學技巧，在這裡

我們不直接推導，而利用繪圖法來解釋此現象。 

圖 6 - 8(a)左圖為一物體在赤道從水平面上以等速度往北極方向射出，地

表上的物體從赤道射出因受到地球自轉向東牽引的速度快，所以物體射出後仍

維持向東牽引的速度且朝北行進。當地球自轉從圖 6 - 8(a)左圖變為右圖，即

顯示在若干時間後，該物體飛到較接近北極的高緯度水平面上，此區域的物體

受地球自轉牽引向東的速度慢，使得原自赤道飛過來的物體，因仍維持在赤道

較快的向東牽引速度，所以表現出非直線、向右彎曲的運動軌跡，此即為柯氏

力之假想力所描述的向右牽引的運動。 

圖 6 - 8(b)左圖為一物體自近北極的高緯度，從水平面上以等速度向赤道

方向射出，此高緯度區域地球自轉向東牽引的速度慢，當地球自轉由左圖變為

右圖，則在若干時間後，物體以等速度運動飛到低緯度區域，此區域物體受地

球自轉向東牽引的速度快，使得原自高緯度飛過來的物體，因向東牽引的速度

較慢而落後地表上低緯度的位置，使得物體受到向右(面向運動方向的右邊)牽

引的運動。 

 

 

圖 6 - 9 (a)北半球與(b)南半球颱風示意圖。 

 

在初步了解假想力-科氏力-的形成原因後，我們也可以簡單的繪出北半球

與南半球氣象雲圖上颱風的圖像，圖 6 - 9(a)與(b)分別為北半球與南半球颱風

氣象雲圖的示意圖。在北半球當較遠的空氣被吸引往低氣壓中心流動，會先受

到科氏力向右牽引運動，接近低氣壓中心時會被吸入成為反向（左轉）運動，

自颱風中心向外呈順時針旋轉的形狀。而南半球形成颱風時，氣流受科氏力先

向左偏行，接近颱風中心時被強力牽引而向右偏行，形成逆時針旋轉的形狀。 

 

(a) (b) 
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6.4 阻力下的運動 

 

前面章節討論過在外力作用下，物體會產生等加速度運動；在向心力作用

下，物體產生圓周運動，除此之外，還有沒有其它形式的作用力影響運動？在

我們日常生活中，如果沒有持續施予物體外力，物體會減速最後停止運動，而

造成減速與停止運動的原因，是大小固定並與運動方向相反的動摩擦力(與滾

動摩擦力)，除了摩擦力外，還有沒有其它阻力？ 

這一章節除了學習常見的另外兩種阻力外，更應用牛頓第二運動定律，藉

由力等式與微分方程式，學習找出一階微分方程式的解，以計算出物體的速度

與位移隨時間變化的函數。 

前面曾探討自由落體的等加速度運動，也觀察到每一秒鐘自由落體的位移

與時間的平方成正比，但是現在我們把此自由落體置於水裡面(或油類等液體)

做實驗，卻發現物體下降一段距離後，竟然表現出等速度運動狀態。另一方面，

我們常看到高空跳傘表演，從極高的高度降落且未打開降落傘前，一開始重力

加速度作用使跳傘員增加下降的速度，待達到固定速度後便不再有加速的現象，

跳傘員會在此時藉張開或捲曲身體來改變下降的速度。在液體中(水或是油)與

氣體中(空氣)自由落下，一開始是等加速度運動，但是最後都轉變為等速度運

動，這顯示出在高速運動下，液體與氣體都會對物體產生一個與運動方向相反

的阻力來抵消重力，使得物體最後以等速度運動。以下分別用兩個阻力模型來

討論液體與氣體如何對物體造成阻力： 

液體中運動所受阻力 

第一個阻力模型：假設阻力大小與速度的一次方成正比，阻力用符號 R

表

示，則阻力與速度關係為： 

vbR


−=       (6.4-1) 

其中b 是一個由物體與環境決定的常數。 

 

 

 

mg 

R 
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圖 6 - 10 物體在液體中自由落下示意圖。 

 

如圖 6 - 10 所示，時間 0=t 秒之前，質量為m 的物體被一無質量細繩懸

吊在液面下靜止不動，在 0 秒瞬間剪斷細繩，讓物體受重力作用自由落下，此

時物體除了受重力mg 向下增加速度以外，更會受到由液體提供與物體運動方

向相反的阻力 bv− (假設向下的運動方向為正，則反方向的阻力為負)，從靜力

分析可知物體受力 

bvmgF −=  

根據牛頓第二運動定律，此合力會造成物體的加速度，力等式與加速度分別為 

 (力等式) 

 

從力等式可得一個微分方程式，此微分方程式可以把加速度( )更改為位移對

時間微分 ，或是更改速度對時間微分 ，可分別表示為： 

0
2

2

=







−−

dt

dx
bmg

dt

xd
m  

( ) 0=−− bvmg
dt

dv
m     (6.4-2) 

我們由 6.4-2式來解物體自 0秒開始下降的速度隨時間變化關係，先將變數 v與

t 分別移到等號的兩邊 

dt
bvmg

mdv
=

−
 

再對等號兩邊不同變化量分別積分，同時帶入起始條件(時間 0 秒時速度為 0) 
( )

 =
−

=

=

'

0

'

0

ttvv

v

dt
bvmg

mdv
 

接下來應用變數變換的技巧，把等號左邊更改為可以積分的模板樣式

(  += cyydy ln/ )，並利用微小變化量 dx的特殊變數變換技巧：可以任意

加一個常數( ( ) dxcxd =+ )，及任意提出一個常數( ( ) cdxdcxd =+ ) 

( )( )

 =
−

−
−

=

=

'

0

'

0

ttvv

v

dt
bvmg

bvmgd

b

m
 

找到可積分的模板樣式後，計算整理為 

( )    '

0

'

0ln
tv

tbvmg
b

m
=−−  

( ) ( )( ) 'ln'ln tmgbvmg
b

m
=−−−  

mabvmgF =−=

m

bv
ga −=

a
22 / dtxd dtdv /
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bmtemgbv /'/'1 −=−  

最後把速度函數整理為 

( )













−=

− '

1'
t

b

m

e
b

mg
tv     (6.4-3) 

找到速度隨時間變化後，可以再對時間積分，找出位移對時間變化的函數，有

興趣的同學可以自己進一步計算找出 ( )'tx 。 

我們所推導的6.4-3式表示出物體在液體中自由落下，其速度隨時間變化，

在時間 0'=t 秒時物體的速度為 0，接下來物體受重力增加速度，其速度隨時

間變化的函數中有一自然指數遞減的函數
bmte /'−
，當時間增加到無限大(  )

時，自然指數逐漸遞減至 0，則 6.4-3 式的速度轉變成等速度運動，其速度大

小為 bmg / ，這個速度稱為阻力運動下的終端速度(terminal speed, tv )。其實

可以直接從微分方程式 6.4-2 式求得終端速度，只要把終端速度的條件，即速

度不再變化 0/ =dtdvt 帶入 6.4-2 式，就可以找出終端速度 bmgvt /= 。 

我們把速度隨時間變化關係繪製在 tv − 圖( x 軸為時間， y 軸為速度)，

如圖 6 - 11 所示，在一段時間過後，速度已很快接近終端速度，並不需要無限

長(  )的時間，這是許多指數遞減函數的共通行為。如果物體在三種不同的液

體中自由落下，則達到終端速度所需的時間不同，那該如何描述它們之間的差

異呢？如果任何液體都需無限長的時間才達到終端速度，不同液體系統之間便

無法比較。因此，對於指數遞減的函數
xe−
，我們取它由 10 =e 變化到

...71828.2/11 =−e 當作已達逼近值，來找出物體在不同液體中自由落下所需

的逼近時間不同。圖 6 - 11 所示，物體在液體中自由落下逼近終端速度所需時

間，可由 6.4-3 式得知是在 

( ) ( )1
'

11' −
−

−=












−= e

b

mg
e

b

mg
tv

t
b

m

 

也就是在 mbt /'= 秒後，當作逼近終端速度的時間，我們把這個時間定為物

體在此液體中速度變化的時間常數(time constant，用符號 表示)。當定義完

時間常數後，我們可以針對不同物體在不同液體中受到不同的阻力，達到終端

速度所需時間的長短來作比較，也可以藉此計算出阻力( b )的大小。 
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圖 6 - 11 物體在液體中自由落體之速度隨時間變化圖。 

 

例題 6-8：一個質量 3.00(公克)的小球在裝滿油的試管中自由落下，且達到終端速度 6.00(公分/秒)，

試計算(a)系統的時間常數與(b)小球到達速終端速度時的阻力大小？ 

先把質量與速度改為國際標準單位：小球質量 0.003(kg)， 06.0=tv (m/s) 

達到終端速度的條件為  tbvmg =  

可以找到阻力大小(恰為重力大小) 
21094.28.9003.0 −= (N) 

此系統時間常數為   
31012.6

8.9

06.0 −====
g

v

b

m t (s) 

 

 

氣體中運動所受阻力 

第二個阻力模型：假設阻力大小與速度的平方成正比，主要適用在計算氣

體造成的阻力(空氣阻力)，阻力與速度關係為 

v

v
AvDR


2

2

1
−=  

其中  為氣體的密度、 A為物體與運動方向垂直的截面積、D 為一個與物體

外形有關的阻力係數(人的阻力係數約 0.6)、 vv /


為速度的單位向量(也可以用

v̂表示)。 

一質量m 的物體在空氣中自由落下，其力等式應該改寫為 

maAvDmgF =−= 2

2

1
    (6.4-4) 

由這個力等式將加速度改寫成速度對時間微分，再將速度與時間兩變數移到等

號兩邊，改寫為 

dt
AvDmg

mdv
=

− 2
 

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6
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V
(t

)

t

0.631-e-1  

time constant 
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再利用一點數學技巧 










+
+

−
=

− vavaava

11

2

11
22

 

積分後，就能夠找到物體速度隨時間變化的關係，有興趣的同學可以進一步利

用積分找到速度函數。 

除學習以微分方程式解速度函數來得到終端速度外，另外一個方法，我們

還可以從 6.4-4 式與加速度為零 0/ =dtdvt 共兩個條件，找到終端速度為 

AD

mg
vt



2
=  

以一個人自由落體達到終端速度為例，假設人的質量 60(公斤)、重力加速度

9.8(公尺/秒 2)、阻力係數 0.6、空氣質量約 1.2(公斤/公尺 3)、與運動方向垂直

的截面積約 1(公尺 2)，則終端速度為40.4(公尺/秒)，換算汽車時速單位為145(公

里/時)。所以從高空自由落下的速度感與以時速 145 公里開車的快速感相同。 

汽車行駛在馬路上，除了克服動摩擦力(由汽車輪軸與道路磨擦等因素造

成)，還需克服空氣阻力，因此汽車也有終端速度。而為了提高汽車的終端速

度，必須要提升汽車的加速度，也就是增加引擎的馬力。 

 

例題 6-9：一隻貓自高樓掉下，當牠達到終端速度約 100(公里/時)時，牠發覺自己正以高速往下掉

所以調整姿勢，使得截面積增加兩倍，試問貓咪調整姿勢後終端速度為何？ 

空氣中自由落體的終端速度與截面積
2/1−A 有關 

面積增加兩倍則速度降為 7.702100 2/1 = −
(公里/時) 

 

 

6.5 簡介數值積分 

 

這一章列了物體幾種不同受力方式與運動情形，並學習寫下力等式、找到

微分方程式，然後求出速度與位移隨時間變化的函數。我們舉的例子，都是可

以以積分技巧來求解的微分方程式，但真實世界的物理問題，常常會遇到無法

找到積分技巧求得解析解(analytical solution)的問題，此時就要借助電腦與數值

分析方法來求數值解(numerical solution)。 

這裡簡介的數值積分方法為尤拉法(Euler’s method)，假設一個一階的微分

方程式，可找到變數 y 對變數 x 滿足下面的關係式 

( )yxf
dx

dy
,=      (6.5-1) 

及一個起始值( ixx = 時 iyy = )，為了求得 ( )fxy 的數值解，尤拉法將 ix 到 fx
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之間切成許多等分( N 等分，每一等分為 ( ) Nxxx if /−= )，接下來利用起

始值一步一步求得每一等分 x 對應的 y 值，一直持續找到在 fx 對應的 y 數值。

已知 ixx =0 與 iyy =0 ，要如何得到下一步 xx +0 時的 y 數值呢？我們可以

利用 6.5-1 式來計算，從該式找到以下的關係式 

xxx += 01 , ( ) xyxfyx
dx

dy
yyyy +=+=+= 000001 ,  

表示下一個等分的數值，是由前一個等分的數值計算，依此類推下一個等分的

數值為 

xxx += 12 , ( ) xyxfyy += 1112 ,  

以此方法一步步找到最後一個數值 

xxxx NNf +== −1 , ( ) xyxfyyy NNNNf +== −−− 111 ,  

即可找到在 fx 對應的 y 數值。 

相信同學們都使用過試算表軟體(如微軟公司的 Excel 軟體)，搭配專業的

繪圖軟體(如 Origin 軟體)，即能製作出專業美觀的數據圖表，以下我們將示範

利用試算表來求數值解。 

 

例題 6-10：一微分方程式為
24.01.0/ xydxdy += ，起始值為 ( ) 42 =y ，請使用

1.0=x 與 05.0=x 分別找出在 5.2=x 時的 y 數值解。 

先打開試算表軟體，設定 1.0=x  

在試算軟體上的 A1、B1 與 C1 儲存格填入 x，y 與 dy/dx 來識別欄位 

在第二列輸入起始值，A2 輸入 2、B2 輸入 4、C2 輸入〝=0.1*SQRT(B2)+0.4*A2*A2〞 

第三列開始遞增，A3 輸入=A2+0.1、B3 輸入〝=B2+0.1*C2〞、複製 C2 到 C3 

第四列開始，複製 A3、B3、C3 到 A4、B4、C4，並繼續複製到 5.2=x 為止 

試算表的結果如下 

x y dy/dx

2 4 1.8

2.1 4.18 1.96845

2.2 4.37685 2.14521

2.3 4.59137 2.33027

2.4 4.82439 2.52365

2.5 5.07676 2.72532
 

05.0=x 的操作方式相同，試算表結果為 
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x y dy/dx

2 4 1.8

2.05 4.09 1.88324

2.1 4.18416 1.96855

2.15 4.28259 2.05594

2.2 4.38539 2.14541

2.25 4.49266 2.23696

2.3 4.60451 2.33058

2.35 4.72103 2.42628

2.4 4.84235 2.52405

2.45 4.96855 2.6239

2.5 5.09975 2.72583
 

用 1.0=x 與 05.0=x 分別得到 ( ) 725317.25.2 =y 與 725826.2  

 

 

例題 6-11：一物體作等加速度直線運動，加速度為 2(公尺/秒 2)，0 秒時位移 ( ) 00 =x 、速度

( ) 00 =v ，試以 1.0=t 秒為間隔，計算在 1=t 秒時物體的位移與速度的數值解，並與解

析解作比較。 

解析解可由積分計算得速度 ( ) ttv 2= 與位移 ( ) 22
2

1
ttx =  

如前一例題所示，t 為時間、v_n 為數值解求得的速度、x_n 為數值解求得的位移、 

v_a 為解析解求得的速度、x_a 為解析解求得的位移 

此例由加速度求速度： tavv nn +=+1  

由速度求得位移：  tvxx nnn +=+1  

試算表比較之數值解與解析解所示如下： 

t v_n x_n v_a x_a

0 0 0 0 0

0.1 0.2 0 0.2 0.01

0.2 0.4 0.02 0.4 0.04

0.3 0.6 0.06 0.6 0.09

0.4 0.8 0.12 0.8 0.16

0.5 1 0.2 1 0.25

0.6 1.2 0.3 1.2 0.36

0.7 1.4 0.42 1.4 0.49

0.8 1.6 0.56 1.6 0.64

0.9 1.8 0.72 1.8 0.81

1 2 0.9 2 1
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利用數值解，可以處理微分方程式的難題或是找不到函數解的問題，也可

以用來描繪出物體隨時間運動的行為，譬如第 6.4章所提在氣體中運動的阻力，

先找出力等式後，再由數值解求得每一間隔時間的速度與位移，最後利用繪圖

軟體製作函數圖形。 

 

習題 

 

 

 


